
THE JOURNAL OF KOREAN INSTITUTE OF ELECTROMAGNETIC ENGINEERING AND SCIENCE. 2017 Feb.; 28(2), 147∼154.

http://dx.doi.org/10.5515/KJKIEES.2017.28.2.147
ISSN 1226-3133 (Print)․ISSN 2288-226X (Online)

147

해수면 같은 임피던스 평면 위의 다이아딕 그린함수에 관한

효율적 원거리 근사공식 선택 기준

Criterion to Choose Efficient Far-Field Approximation of Dyadic Green’s 
Function for Impedance Plane like Ocean Surface

이현수․고일석․윤정숙*․김태형*

Hyunsoo Lee․Il-Suek Koh․Jong Suk Yoon*․Tae Hyung Kim*

요  약

해수면 표면과 같은 지구 지표면은 임피던스 근사법을 이용하여 보통 모델링한다. 임피던스 평면의 다이아딕 그린함
수의 계산에는 좀머펠트 적분과 그의 편도함수들이 필요하다. 좀머펠트 적분의 원거리 근사공식은 르장드르 또는 라게
르 다항식을 사용한 두 개의 점근급수가 존재한다. 그러므로 응용분야에 적합한 두 원거리 근사공식을 선택할 정량적
기준이 필요하다. 본 논문에서는 선택 기준을 임피던스 복소평면 상에서 정량적으로 나타낸다. 그리고 필요한 고차 편도
함수들을 효율적 근사법을 제시하고, 수치적으로 검증한다.

Abstract

The impedance approximation has been widely used to model an earth surface such as ocean surface. In calculation of the dyadic 
Green’s function for the impedance half plane, Sommerfeld integral and its partial derivatives are required. It is known that two far-field 
approximation of the Sommerfeld integral can be represented in terms of Legendre or Laguerre polynomials. Hence, a criterion is 
required to choose one of two far-field approximations for a given application, which can be expressed in a complex plane of the surface 
impedance. Also, we approximate the required partial derivatives of Sommerfeld integral and numerically verify the accuracy of the 
approximation.
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Ⅰ. 서  론      

지표면 위에 존재하는 산란체의 산란특성을 예측하기

위해서는 지표면의 효과는 매우 중요하다. 특히, 해수면
과 같이 거친 지표면에 관하여 MoM(Method of Moment) 

등의 수치해석 기법을 사용하여 산란 효과를 계산하는

경우, 거친 지표면을 모두 차분화해야 한다. 이 경우, 고
려해야 하는 지표면의 크기가 매우 커 수치방법을 적용

하기 어렵다. 거친 지표면을 고려하는 현실적인 방법은
거친 지표면을 매끈한 지표면으로 변환하여 매끈한 지표
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면의 다이아딕 그린함수(dyadic Green’s function)를 사용
하여 MoM 방법의 복잡도를 낮추는 방법이다. 이 경우, 
지표면 반사 특성만 고려할 수 있으나, 지표면 효과를 고
려하는 four-ray 모델과 같은 경우도 반사특성만 고려하므
로 정확도를 어느 정도 보장할 수 있다. 일반적으로 거친
지표면을 매끈한 지표면으로 변환하는 방법으로 임피던

스 근사법을 많이 사용한다[1]. 
임피던스 근사법을 사용할 경우, 다이아딕 그린함수의

효율적 계산 공식(exact image 공식)이 알려져 있어, MoM 
행렬 계산을 높은 정확도로 계산할 수 있다[2]. 일반적인
유전체 반 공간인 경우 필요적분 계산이 매우 복잡하다
[3]～[5]. 그러나 exact image 공식도 적분이 포함되어 있어, 
MoM 행렬 계산 시 다중 적분 계산이 필요해 복잡도가
매우 높다. 이 적분의 효율적인 원거리 근사공식(far-filed 
approximation)은 두 특수 다항식, 르장드르(Legendre)와
라게르(Laguerre) 다항식을 이용하여 표현이 가능하다
[6],[7]. 이 근사공식의 정확도는 가까운 거리에서도 매우 높
다. 그러므로 MoM 행렬 계산에이 두 다항식을 사용하면
계산량이 적은 MoM 행렬 공식을 얻을 수 있다. 그러나
두 다항식이 적용 가능한 조건이 명확하게 알려져 있지

않아, 본 논문에서는 관측점과 소스 사이의 상대적 위치, 
표면 임피던스 등 중요 파라미터를 바탕으로 두 다항식

의 적용 범위를 제안한다.
Ⅱ장에서는 좀머펠트 적분의 두 가지 원거리 근사공식

을 서술하고, Ⅲ장에서는 그 정량적 경계조건을 유도한
다. Ⅳ장에서는 좀머펠트 적분의 고차 편도함수의 간략화
된 수식을 제안한다. 그리고 Ⅴ장에서는 시뮬레이션 결과
를 바탕으로 제안된 기준/수식 등을 검증한다.  를

가정한다.

Ⅱ. 두 가지 원거리 근사공식

그림 1과 같이,   의 정규화된 임피던스를 갖

는 평면상에서 방향으로 가 흐르는 미소 다이폴 안테

나에 의한 전계

 는 다음과 같이 표현된다[2],[6],[7].


  ′ ′

 ′ 
 ′·

(1)

  

그림 1. 임피던스 평면상의 소스와 관측점
Fig. 1. Source and observation over impedance plane.

  

여기서

 와

 는 자유공간에서 각각 미소 다이폴과

그의 영상전하에 의한 전계이고,  는 임피던스 평면에
의한 회절파를 나타내는 다이아딕 함수이다[2].  는 좀머
펠트 적분 에 관한 식으로 표현되며, 는 다음과
같이 표현된다[6].

  

 
 



∞

  



   ′









∞

 
′

′





    ′





   ′  ′ (2)
  

여기서 ′   ′   ′    ′ 

이고, 와 은 각각소스또는 그의 영상전하와 관측점

사이의 거리를 나타낸다. ･ 은 0차 베셀함수이고, 
는   또는 이다. 식 (2)의 마지막 적분 부분을

로 표현하면, 이의 점근급수(asymptotic series)는 다음
과 같이 알려져 있다[6],[7].

  

∼
 


  

∞


 


   (3)

    

∼
 


  

∞




 
 

(4)
  

여기서 ･ 과 ･ 은 차 르장드르와 라게르 다

항식을, 와 는 각각       ′, 
      ′이다. 위 두 수식은 거
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리가 멀수록≫  결과의 정확도가 높아진다. 식 (3)
은 분모의     ′ 이 매우 큰 경우

에 정확하다. 그러므로 전자기파가 임피던스 평면 가까이
전파할 경우(  ′≈)에는 가 매우 작으면 식 (3)은
부정확해진다. 반면에 식 (4)는   ′≈일 때 분모가

∼   이므로 작은 에도 사용될 수

있다. 그러므로  ≥ 는 식 (3)과 (4)의 사용을
결정하는 기준이 될 수 있다.

Ⅲ. 원거리 근사공식의 선택 기준

앞서 언급한 바와 같이,  ≥ 인 경우에는

식 (3)을 선택하고,  인 경우에는 식 (4)를
선택하는 것이 일반적인 점근급수 선택방법이다. 부등식
 ≥ 를     또는   인 경우에

cos에 관한 식으로 나타내면 다음과 같다.

   :  ≥ ⇔    ≥ 
⇔cos cos ≥ 

(5)
   :  ≥ ⇔    ≥ 

⇔   ≥ 

(6)
  cos    ′이고, 사용된계수들은다음과같다.

   :      
  


(7)

     
  


(8)

    
  


(9)

   :      
  

 
 (10)

      
  

  
 (11)

     
  

  
 (12)

  
여기서     이다. 식 (5)와 (6)은 cos에 관한 포
물선 식이므로, 부등식을 만족하는 영역은 최고차항 계수
(  또는  )의 부호, 그리고 포물선과 cos축과의 교점
에 따라 달라진다. 그 교점은 식 (5)의 경우에 이고, 

식 (6)의 경우에 이다. 즉, 하나의 교점은 1로 고정
되고, 다른 하나의 교점(  또는  )은 임피던스에 관한
함수이며, 다음과 같다.

   :  
  

  


    
  



(13)

   :   
  



   
  



(14)

부등식의 해 영역은  (또는  )와   (또는  )
의 부호 조합에 따라 다음과 같이 나누어진다.

<  인 경우>

CASE 1: 
  ∩  

CASE 3: 
  ∩  

CASE 2: 
  ∩  

CASE 4: 
  ∩  

<  인 경우>

CASE 5: 
  ∩  

CASE 7: 
  ∩  

CASE 6: 
  ∩  

CASE 8: 
  ∩  

본 논문에서는   인 경우에 대해서만 서술하고, 
  인 경우에는 그 결과를 요약한다. CASE 1의 부
등식이 나타내는 영역은 임피던스 복소수 평면 상에서

  
  ∩  

  이고, 이 경우 식

(5)가 성립할 조건은 cos  ∪cos  이다. 
즉, 평면의 임피던스 값이  

  ∩  


  에 해당될 경우 언제나 부등식  ≥

를만족한다. CASE 4의영역은    
  

이고, 이 경우 식 (5)가 성립할 조건은 cos  ∩

cos  이다. 이 때 의 상계는 1이지만, 최소상 계
는 —1보다 낮아진다:   라고 가정하면 CASE 4의
전제는    

  인데, 부등식   의

영역은    
  이므로 모순이다. 따라서

  이고, 식 (5)가 성립할 조건은 cos  ∩
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cos  가된다. 즉, 평면의임피던스값이   


  에 해당될 경우에 언제나 부등식 ≥

를 만족한다. CASE 3의 영역은 공집합이다. CASE 2
의 영역은     인 경우와   인 경우로 나누어

고려한다.   ∩    의 영역은   


 ∩   
  이고, 이 경우 식 (5)

가 성립할 조건은 cos  ∪cos  이다. 
  ∩  의영역은    

  

이고, 마찬가지로 식 (5)가 성립할 조건은 cos
 ∪cos  이다. 두 경우, 식 (5)의 해 영역은
동일하나, 전자의 경우 cos  ∩    이므

로 그림 2(a)의 음영 영역에서 ≥ 를 만족한

다. 이는   ′와 의 좌표계에서 그림 2(b)의 음영 영역
에 해당하며, 관측점이 멀어지면서 적합한 점근급수가 식
(4)에서식 (3)으로변함을의미한다. 후자의경우 cos 
∩  이므로그림 3(a)의음영영역에서 

≥ 를 만족한다. 이는 그림 3(b)의 음영 영역에 해당
하며, 소스와 관측점이 모두 임피던스 평면 위에 존재하
기 때문에   ′ 인 영역에서 언제나 점근급수 식

(4)가 적합함을 의미한다.
이런범위를정리하여그림 4에표시하였다. 그림 4(a)와 

4(b)는 각각   와   의 경우에 해당하며, 자
연계에존재하는물질의임피던스는   를만족하므로

해당 영역만 나타내었다. 평면의 임피던스가 그림 4의 흰
색 영역에 해당할 경우에는 라게르 급수를 사용한 식 (4)
를, 회색영역의경우에는르장드르급수를사용한식 (3)을

             (a)                          (b)

그림 2. 부등식 cos  ∩    의 영역.
Fig. 2. Solution region for cos  ∩    .

             (a)                          (b)

그림 3. 부등식 cos  ∩  의 영역

Fig. 3. Solution region forcos  ∩  .
  

  

            (a)             (b)   

그림 4. 르장드르와 라게르 점근급수에 적합한 임피던스

영역의 분할

Fig. 4. Division of impedance space suitable for Legendre 
and Laguerre asymptotic series. 

각각 사용한다. 그리고 검정 영역에서   인 경우에

는 관측점의 elevation angle이   cos 보다 클 때, 
식 (4)를 작을 때 식 (3)을 각각 사용하고,   인 경

우에는 관측점의 elevation angle이   cos 보다 클

때, 식 (4)를작을때 식 (3)을각각사용한다. 검정 영역의
수식은 다음과 같다.

    :    
  ∩ 

  
(15)

   :  
  ∩   

   (16)

Ⅳ. 고차 편도함수의 간략화

임피던스 다이아딕 그린함수는 좀머펠트 적분 뿐

만 아니라, 적분의 고차 편도함수들을 포함한다[7]. 이를
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정확하게 계산하는 것은 연산량 요구에 비해 정확도 항

상은 미미하다. 원거리 영역에서는   의 차수가 낮을

수록 중요하다. 그러므로 의 고차 편도함수를근사화

하기 위해 와고차 편도함수의비를   에 관한급

수로 표현한다. 예를 들어


∼ 
  




 


이면




∼
  




 


로 근사화할 수있다.     이상

의 차수는 충분히 먼거리에서 0으로 감소하기 때문에상
수항 까지만 고려해도 충분하다. 르장드르 또는 라게
르 다항식을 사용한 경우에 를 구하면 다음과 같고, 이
들은 파라미터 (  또는 )와 무관하게 동일한 값
을 갖는다.




 cos⋯

(17)




 sin⋯
(18)




 
  

cos⋯
(19)




 
  

sin⋯
(20)



 
  

cossin⋯
(21)

정리하면, 식 (1)에 사용되는 좀머펠드 적분식 (2)는 그
림 4를 바탕으로 식 (3), (4) 몇 개의 항으로 계산될 수 있
고, 좀머펠트 적분의 고차 편도함수는 계산된 값에 식

(17)～(21)의 상수항을 곱하여 간단히 얻을 수 있다. 

Ⅴ. 시뮬레이션 검증

식 (1)을 서로 다른 방식으로 계산한 결과를 비교하였
다. 아래의 모든 그림에서 Complete는 가우시안 구적법으
로 정확하게 계산한 결과를 의미하고, Simple은 원거리
근사공식으로 계산한 결과를 의미한다. 이 때, 그림 4를
바탕으로 르장드르와 라게르 급수 중의 하나를 선택하였

고, 고차 편도함수들은 식 (17)～(21)을 사용하였다. 주파
수는 편의상 300 MHz를 가정하였다.
그림 5(a)는 임피던스가 =1.3+1.1j인 평면 위의   ′

(a)  

(b) 상대오차
(b) Relative error

그림 5.   ′=0.2, =1.3+1.1j 임피던스 평면상에서 com-
plete와 simple의 비교

Fig. 5. Comparison of the complete and simple methods over
impedance plane of   ′=0.2, =1.3+1.1j.

  

=0.2인 위치에서 나선형 경로(spiral path)   cos, 
  sin를따라식 (1)을가우시안구적법과원거리
근사법으로 계산한 결과를 비교하여 나타내었고, 그림
5(b)는 수치적분 결과를 기준으로 계산한 원거리 근사법
의 상대오차를 나타낸다. 미소 다이폴의 방향코사인은 

=0.58+0.58+0.58를 가정하였다. 식 (1)에는 와

에 관한 좀머펠트 적분이 모두 사용되며, 그림 4를
바탕으로 모든 경우 에 르장드르 급수가 사용되었다. 
그림 6은 임피던스가 =0.3+0.77j인 평면 위의   ′

=0.3인 위치에서 동일한 경로를 따라 얻은 결과를 나타낸
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(a)  

(b) 상대오차
(b) Relative error

그림 6.   ′=0.3, =0.3+0.77j 임피던스 평면상에서 com-
plete와 simple의 비교

Fig. 6. Comparison of complete and simple methods over im-
pedance plane of   ′=0.3, =0.3+0.77j.

  
다. 수직 미소 다이폴 안테나를 가정하였다. 마찬가지로
그림 4를 기반으로, 에 관한 적분은 르장드르와 라게
르 급수를 모두 사용하였고, 에 관한 적분은 르장드
르 급수를 사용하였다.
마지막으로, 그림 7은 주파수가 300 MHz일 때 실제 바

닷물의 임피던스인 =0.1129+0.0008j을 사용하였고[8], 전
자기파가 해수면에 매우 가까이 전파하는 상황(  ′  
=0.1)을 가정하였다. 수직 미소 다이폴 안테나에 의한 전
계를 동일한 경로에 대하여 계산하였고, 에 관한 적
분은 라게르 급수를, 에 관한 적분은 르장드르 급수

(a)  

(b) 상대오차
(b) Relative error

그림 7.   ′=0.1, =0.1129+0.0008j 임피던스 평면에서 com-
plete와 simple의 비교

Fig. 7. Comparison of the complete and simple methods over
impedance plane of   ′=0.1, =0.1129+0.0008j. 

  
를 각각 사용하였다.
위 세 가지 경우의 시뮬레이션 결과에서 보듯이, 제안

된 원거리 근사공식은 관측점의 거리가 멀어질수록 식

(1)의 정확한 수치적분의 결과와 매우 정확히 일치한다. 
중간에 상대오차가 커지는 구간이 존재하지만, 이는 소스
와 관측점의 거리가 가깝거나 또는 상대오차의 기준이

매우 작은 값을 갖기 때문이다. 가령 그림 5에서 보듯이, 
는 전계의 주요 성분으로 상대오차가 거의 0이나, 

와 는 Complete와 Simple 모두 작은 값을 갖기 때문에
수치적으로 상대오차가 커질 수 있다.
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Ⅵ. 결  론

임피던스 평면의 다이아딕 그린함수의 효율적인 계산

을 위해, 두 개의 점근급수를 선택하는 기준을 제안하였
다. 선택 기준은 관측점과 소스사이의상대적위치 및임
피던스 값에 따라 결정이 된다. 다양한 경우에 제안된 선
택 기준에 따라 임피던스 평면의 다이아딕 그린함수를

계산하고, 이를 정확한 수치계산과 비교하여 선택 기준의
정확도를 입증하였다. 또, 다이아딕 그린함수에 포함된
고차 편도함수의 간략한 공식 또한 제안하고, 수치적으로
검증하였다. 임피던스 근사법과 제안된 간략화된 원거리
공식을 사용하면 거친 표면 위 산란체의 산란 효과를 계

산하는 수치 방법을 효율적으로 구현할 수 있다.
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