
THE JOURNAL OF KOREAN INSTITUTE OF ELECTROMAGNETIC ENGINEERING AND SCIENCE. 2018 Oct.; 29(10), 805∼810.

http://dx.doi.org/10.5515/KJKIEES.2018.29.10.805
ISSN 1226-3133 (Print)․ISSN 2288-226X (Online)

805

Ⅰ. 서  론

MoM(Method of Moments) 방법을확장한MLFMM(Multi- 
Level Fast Multipole Method) 방법은 산란계산에 널리 사
용되고있다. 산란파감소를위하여 PEC 표면에코팅된매
질은임피던스경계조건(impedance boundary condition: IBC), 

식 (1)을 사용하여 모델링되며[1], 다음과 같이 전류(elec-
tric current), 와 자류(magnetic current), 로 표현된다.

× 
××  

× (1)

여기서 는 매질의 정규화된임피던스, 는 자유공간의
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요  약

산란파 감소 등의 목적으로 PEC 상에 코팅된 매질은 임피던스 경계조건을 사용하여 효과적으로 모델링되며, Yan이
제안한 SDIE 방법을 이용하여 임피던스 경계조건 MLFMM 방법을 쉽게 구현할 수 있다. SDIE MLFMM 방법은 매질의
임피던스가 불균일한 경우에도 적용될 수 있으나, PEC 또는 PMC 영역을 포함할 경우에는 결과가 부정확해질 수 있다. 
본 논문에서는 Yan의 SDIE MLFMM 방법을 변형하여 PEC 또는 PMC 영역을 포함하는 불균일 임피던스 매질을 효율적
으로 해석할 수 있는 방법을 제안하고, 그 정확도를 시뮬레이션으로 검증한다.

Abstract

A coated perfect electric conductor(PEC) interface to reduce scattered fields can be efficiently modeled by using the impedance 
boundary condition. The self-dual integral equation(SDIE) proposed by Yan et al. may be an efficient multi-level fast multipole method 
(MLFMM) formulation for the impedance object. This equation can be applied to an inhomogeneous impedance material, but its accuracy 
can be degenerated when the material contains a PEC or perfect magnetic conductor(PMC) region. In this paper, we modify the original 
SDIE formulation for an inhomogeneous object containing a PEC or PMC region and numerically verify its accuracy. 
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특성임피던스, 은 산란체 표면에의 법선벡터이다.
식 (1)에 보듯이 MoM 과정에서 전류를 div-conforming 

함수로 근사하면, 자류는 curl-conforming 함수가 된다. 그
러므로 div-conforming 기저함수로 임피던스 방정식을 이
산화(discretization)하는 것은 매우 어렵다[2],[3]. 이의 해결
책으로 자류와 전류를 모두 div-conforming 함수로 근사하
는 방법이 Yan과 Collino 등에 의해 제안되었다[4],[5]. Yan
의 방법은 Ⅱ장에 상세히 기술되어 있다. Collino의 방법
은 EIFE와 MFIE를 선형 결합한 CFIE(Combined Field 
Integral Equation)에 기반을 둬 수렴성이 향상되나, 매 반
복에 2번의 역행렬 계산이 필요하다.      
이 중에서 Yan이 제시한 불균일 매질에 관한 SDIE 

(Self-Dual Integral Equation) 방법은 자류와 전류를 독립적
인 변수로 가정하고, 식 (1)을 외부에서 강제하여 대규모
임피던스 물체를 해석하였다. 그러나 매질의 임피던스가
PEC 또는 PMC(Perfect Magnetic Conductor)에 가까워지면
제안된 방법의 정확도가 부정확해지고, PEC 또는 PMC를
직접 다룰 수 없는 단점이 존재한다. Collino의 방법 또한
PMC가 존재하는 경우 사용 가능하지 않다. Ⅱ장에서는
논문에서는 매질의 임피던스가 PEC 또는 PMC가 존재하
여도 Yan의 SDIE 공식을 성립하도록 수정하고, Ⅲ장에서
는 그 결과를 시뮬레이션으로 검증한다.

Ⅱ. SDIE 수식 유도

임의의 표면 위 EFIE(Electric Field Integral Equation)와
MFIE(Magnetic Field Integral Equation)는 다음과 같이 표
현된다.
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여기서, PV와  는 각각 코시 주요값(Cauchy principal 
value)과 입사파를 의미한다. 식 (2)에 IBC를 적용하기 위
해식 (1)을식 (7)로변경후, 식 (2a)와중첩하면식 (2b)는
식 (8)로 바뀐다. 식 (8)이 Yan이 제시한 SDIE 방법이다. 
하지만 매질의 임피던스가 PEC(→) 또는 PMC
(→∞ )인 경우, 식 (8)을 직접 계산할 수가 없다. 
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대안으로 0이 아닌 매우 작은 값 또는 ∞가 아닌 매우
큰 값을 사용하면 그 결과는 부정확해지고, 해의 수렴성
도 나빠진다. 따라서 매질이 PEC에 가까울 경우에는 IBC 
식 (1)을 식 (9)로 변경하면, 식 (10)의   행렬을 얻는다. 
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반면에 매질이 PMC에 가까울 경우에는 IBC 식 (1)을
식 (11)과 같이 변경하면, 식 (12)의   행렬을 얻는다.
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식 (10)과 (12)는 식 (8)과 달리, 매우 작은 또는 큰 인
경우에도 수치적으로 안정된 값을 갖는다. 따라서 매질의
임피던스 분포가   을 포함하거나 그 근방에 분포하
면 식 (10)을, 그렇지 않을 경우에는 식 (11)의   행렬을
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사용한다. 

Ⅲ. 수치 결과

그림 1은 윗면의 반지름이 1.33λ이고, 아랫면의 반지
름이 6.66λ이고, 높이가 10λ인 원뿔에 관한 시뮬레이션
결과이다. 아랫면으로부터 3.33λ까지는 PEC 영역이고, 
나머지는    인 임피던스 영역이다. 
입사각은   °와   °이고, 편파는   이다. 
관측각은   °,   °∼ °이다. 그림 1(a)와 (b)는
각각제안된 방법으로계산된원뿔 표면에여기되는전류
와 자류 분포를 보여주고, 그림 1(c)와 1(d)는 각각 Yan의
방법에 의해 계산된 결과들을 나타낸다. 그림 1(b)와 1(d)
에서 PEC 영역의자류는 0이된다. 그림 2(a)와 (b)는각각
co-pol. RCS(radar cross section)와 수렴곡선을 보여준다. 
Yan의 SDIE 방법에서 PEC 영역은 매우 적은 임피던스값, 

(a) 제안된 방법의 전류 분포
(a) Electric surface current by 

proposed method

(b) 제안된 방법의 자류 분포
(b) Magnetic surface current by 

proposed method

(c) Yan의 방법의 전류 분포
(c) Electric current by Yan’s 

method

(d) Yan의 방법의 자류 분포
(d) Magnetic current by Yan’s 

method

그림 1. PEC 영역을 포함하는 임피던스 매질의 원뿔에
IBC-MFLMM 해석결과

Fig. 1. IBC-MLFMM simulation for impedance cone con-
taining PEC region.

   를 사용하였다. 그리고 상용 소프트웨어 FEKO
를사용하여 RCS 결과를검증하였다. 임피던스매질인경
우 수치해가 언제나 정확하지 않아, 보다 안정된 결과를
얻기위해 FEKO 시뮬레이션인경우임피던스부분을유전
체로 치환하였다. 이때, 유전율은    ,    

 로 계산된다. 유전율의 크기가 매우 크므
로 임피던스 근사가 매우 정확하다[1]. 그림 2(a)와 (b)에서

(a) RCS

(b) 수렴곡선
(b) Convergence

그림 2. PEC 영역을 포함하는 임피던스 매질의 원뿔에
IBC-MFLMM 해석결과

Fig. 2. IBC-MLFMM simulation for impedance cone con-
taining PEC region. 
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보듯이제안된방법이 Yan 방법에비해 FEKO의결과와보
다 정확하게 일치하고 수렴성 또한 향상됨을 알 수 있다. 
그림 3은그림 1과형상, 입사각, 그리고관측각이 동일

하고, 매질은 아랫면으로부터 3.33λ까지는 PMC 영역이
고, 나머지는   인 임피던스 영역이다. PMC가 존재
하는 경우는 FEKO를 이용해도 정확한 수치해를 구할 수
없어 전류분포를 비교하였다. 그림 3(a)와 (b)는 각각 제
안 된 방법에 의해 계산된 원뿔 표면에 여기되는 전류와
자류 분포이고, 그림 3(c)와 (d)는 각각 Yan의 방법에 의
해계산된 전류와 자류 분포를 보여준다. 그림 3(a)와 3(c)
에서 PMC 영역의 전류는 0이 된다. 그림 4(a)와 (b)는 각
각 RCS와 수렴곡선을 나타낸다. Yan의 SDIE 방법에서
PMC 영역은 매우 큰 임피던스 값,   를 사용하였
다. 그림 2(b)와 4(b)에서 보듯이, PEC 또는 PMC 영역이
포함될 경우에는 기존 SDIE 방법의 수렴성이 매우 나빠
져, 전류분포의 정확도가 낮아지고, 그림 2(a)와 4(a)에서

(a) 제안된 방법의 전류 분포
(a) Electric surface current by 

proposed method

(b) 제안된 방법의 자류 분포
(b) Magnetic surface current by 

proposed method

(c) Yan의 방법의 전류 분포
(c) Electric current by Yan’s 

method

(d) Yan의 방법의 자류 분포
(d) Magnetic current by Yan’s 

method

그림 3. PMC 영역을 포함하는 임피던스 매질의 원뿔에
IBC-MFLMM 해석결과

Fig. 3. IBC-MLFMM simulation for impedance cone con-
taining PMC region.

보듯이 RCS에서 보다 큰 차이를 보인다.
보다 복잡한 물체를 고려하기 위하여, 그림 5(a)와 같

은 영역마다 다른 임피던스를 갖는 잠수함 모형의 산란
을 계산하였다. 잠수함 모형의 전기적 길이는 11.3λ이고, 
  인 PEC 부분을 포함하고 있다. 입사각은   °

와   °이고, 편파는  이다. 관측각은   °, 
  °∼ °이다. 그림 5(b)와 (c)는 각각 제안된 방법
에 의하여 잠수함 표면에 여기되는 전류와 자류 분포를

(a) RCS

(b) 수렴곡선
(b) Convergence

그림 4. PMC 영역을 포함하는 임피던스 매질의 원뿔에
IBC-MFLMM 해석결과

Fig. 4. IBC-MLFMM simulation for impedance cone con-
taining PMC region.
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(a) 잠수함 모델의 형상과 불균질 임피던스 매질
(a) Geometry for submarine model and its inhomogeneous im-

pedance material

(b) 제안된 방법의 전류 분포
(b) Electric surface current by 

proposed method

(c) 제안된 방법의 자류 분포
(c) Magnetic surface current by 

proposed method

(d) Yan의 방법의 전류 분포
(d) Electric current by Yan’s 

method

(e) Yan의 방법의 자류 분포
(e) Magnetic current by Yan’s 

method

그림 5. 다양한 임피던스 값을 갖는 잠수함 모형의 IBC- 
MLFMM 해석결과

Fig. 5. Inhomogeneous impedance submarine model.

보여준다. 그림 5(d)와 5(e)는 각각 Yan의 방법에 의해 계
산된 결과들을 나타낸다. 그림 6(a)와 6(b)는 각각 RCS와
수렴곡선이며, FEKO의 결과와 추가적으로 교차검증을
위하여 Collino 방법[5]의 결과를 함께 비교하였다. PEC 매
질이 존재하는 경우, Collino 방법은 Yan의 방법의 문제가
없어, 검증에 사용할 수 있다. 원뿔의 경우와 마찬가지

(a) RCS

(b) 수렴곡선
(b) Convergence plot

그림 6. 잠수함 모형의 IBC-MLFMM 해석결과
Fig. 6. IBC-MLFMM simulation results for inhomogeneous 

impedance submarine model.

로, FEKO에서 임피던스 매질은 유전체로 근사하여 해석
하였고, 상대 유전율은     ,     , 
그리고    로 계산된다. 제안된 방법, Collino 
그리고 FEKO 결과가 매우 비슷하여, 제안된 방법의 정확
도가 높음을 알 수 있다.

Ⅳ. 결  론

기존의 SDIE MLFMM 방법을 PEC 또는 PMC 영역을
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포함하는 뷸균일 물질의 산란특성을 정확하게 해석할 수
있도록 수정하였다. 임피던스 매질인 경우, 수치해의 정
확성을 담보할 수 없어, 유전체 결과 및 Collino가 제안한
다른 임피던스 공식 결과와 비교하여 제안된 방법의 정
확성을 수치적으로 검증하였다. 그리고 제안된 방법이 기
존 공식에 비해 수렴성 또한 향상됨을 보였다. 
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